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Chapter 1

Computer rekenen

Doelstelling

In dit hoofdstuk willen we de lezer bewust maken van het feit dat numerieke berekenin-
gen uitgevoerd met een computer steeds onderhevig zijn aan fouten. Door voorbeelden en im-
plementaties van welgekozen algoritmen zullen we kritieke situaties bestuderen en bespreken.
Veel aandacht zal besteed worden aan de concepten “afrondingsfout”, “procesfout”, “verlies
van significante cijfers”, “stabiele en onstabiele berekeningen” en “conditionering”.

1.1 Wat is Numeriek Rekenen ?

Alhoewel numeriek rekenen door sommigen beschouwd wordt als een onderzoeks-
domein van recente oorsprong, is dit in feite niet het geval. Vermits numeriek rekenen
streeft naar het bekomen van resultaten in de vorm van getallen, kunnen we in theorie
vooropstellen dat het onderwerp zelf zo oud is als de mensheid.

De eerste activiteiten in de oudheid verwijzend naar numeriek rekenwerk, kunnen
gesitueerd worden in Babylonië, waar voor het eerst met zekerheid wiskundige tabellen
werden opgesteld. Archeologen ontdekten een tablet (te dateren rond 2000 a.C.) waarop
de tweede machten van de getallen 1 tot 60 genoteerd staan. De oude Egyptenaren
ontwikkelden o.m. methoden voor het oplossen van niet–lineaire algebräısche vergeli-
jkingen. Bij de Griekse wiskundigen kunnen we Archimedes vermelden, die rond 220
a.C. de waarde van π benaderde en deze beschreef als kleiner dan 22/7 maar groter
dan 223/71 . Heron de Oude maakte rond 100 a.C. gebruik van een iteratief proces
voor de benadering van de vierkantswortel van een reëel getal :

√
a ∼ 1

2
(xn + a/xn)

(zie ook voorbeeld 1.5.2 en hoofdstuk 3). De school rond Pythagoras bestudeerde de
som van reeksen.

De Hindoes zijn de ontwerpers van onze moderne wiskundige notatie – nu als
Arabisch beschreven – en ontwikkelden de methode om de correctheid van wiskundige
berekeningen na te gaan, die nu bekend is als de “negen-proef”. Mohammed ibn Musa
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Al–Khowarizmi is de oudst–bekende Arabische wiskundige. Hij proposeerde de waarde
π = 62832/20000 en was zeer actief in het opstellen van astronomische tabellen. Abul
Wefa (960 p.C.) ontwikkelde een methode voor het berekenen van sinus–tabellen en
voorspelde de waarde van sin(1/2◦) correct tot op negen decimale cijfers. Hij maakte
tevens gebruik van de tg–functie en stelde er een tabel voor op.

Zonder afbreuk te willen doen aan het werk van de vele bekende en onbekende
wiskundigen van de voorbije eeuwen, willen we nog aanstippen dat numeriek rekenwerk
in de voorbije eeuw leidde tot de voorspelling door Adams en ook door Leverrier in
1845, van het bestaan en de ligging van de planeet Neptunus.

Onze eeuw kende de ontwikkeling van computers en de daardoor bijna onuitput-
telijke mogelijkheden van het numeriek rekenen. Het is dan ook niet te verwonderen
dat dit laatste een impuls gegeven heeft in het onderzoek naar nieuwe technieken en
methoden.

1.2 Fouten

De meeste numerieke berekeningen zijn inexact, hetzij omwille van onnauwkeurighe-
den in de opgegeven gegevens waarop de berekeningen verder steunen, hetzij omwille
van onnauwkeurigheden ingevoerd in de daaropvolgende analyse van deze gegevens.
We kunnen in feite vier grote klassen fouten onderscheiden :

a) Grove fouten : deze ontstaan door tekortkomingen van de programmeur; zij
kunnen worden ingeperkt door hetzelfde probleem door verscheidene rekenaars,
onafhankelijk van elkaar, te laten uitwerken.

b) Inherente fouten : dit zijn fouten in de gegevens waarvan men uitgaat. Zijn dit
bijvoorbeeld meetwaarden, dan zit in deze metingen op zichzelf al een zekere
onnauwkeurigheid. De uitkomsten hebben hoogstens dezelfde graad van on-
nauwkeurigheid als de begingegevens. Inherente fouten kunnen alleen worden
verkleind door de gegevens nauwkeuriger te maken.

c) Afrondingsfouten hebben betrekking op getallen. Door de beperktheid van de
hulpmiddelen (bv. de opbergingswijze van getallen in een computergeheugen)
worden reële getallen op een zekere manier afgerond. De fout die hierdoor
ontstaat is hoogstens gelijk aan een halve eenheid van de laatste decimaal. Afrond-
ingsfouten kunnen verkleind worden door meer decimalen mee te nemen.

d) Procesfouten (Engels : transaction errors) hebben betrekking op de formules.
Dit zijn fouten die ontstaan, doordat verschillende analytische formules door
benaderingsformules worden vervangen : bv. eindige reeksen i.p.v. oneindige
reeksen, eindige sommen i.p.v. integralen, enz....
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1.2.1 Drijvende-komma getallen en afrondingsfouten

De meeste hedendaagse computers maken gebruik van reële getallen voorge-
steld in het binaire getallenstelsel, dit in tegenstelling tot het decimale stelsel dat door
mensen geprefereerd wordt. Het binaire stelsel gebruikt 2 als de gekozen basis, daar
waar het decimale 10 gebruikt. Laat ons vooreerst even herhalen hoe de ons bekende
decimale voorstellingswijze in elkaar zit. Wanneer een reëel getal, zoals 427.325, in
meer detail wordt uitgeschreven hebben we :

427.325 = 4× 102 + 2× 101 + 7× 100 + 3× 10−1 + 2× 10−2 + 5× 10−3.

De uitdrukking in het rechterlid gebruikt machten van 10 samen met de cijfers 0, 1,
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Als we toelaten dat een oneindig aantal cijfers rechts van het
decimale teken mogen geplaatst worden, kan elk reëel getal op de zojuist gëıllustreerde
wijze worden voorgesteld. Dus −π bijvoorbeeld leest :

−π = −3.14159265358979323846264338 . . .

De laatste neergeschreven 8 betekent 8× 10−26.

In het binaire stelsel worden slechts twee cijfers, 0 en 1 , gebruikt. Een typisch
getal, in het binaire stelsel, kan in detail geschreven worden als :

1001.11101 = 1× 23 + 0× 22 + 0× 21 + 1× 20 + 1× 2−1 + 1× 2−2 + 1× 2−3

+0× 2−4 + 1× 2−5.

In decimale notatie is dit het getal 9.90625. (Verifieer dit als oefening.)

Over het algemeen kan elk geheel getal β > 1 gebruikt worden als basis voor
een getallenstelsel. Getallen voorgesteld in de basis β zullen de cijfers 0, 1, 2, . . . , β − 1
bevatten. Als de context het niet duidelijk maakt welke basis gebezigd wordt voor de
voorstelling van een getal N , wordt de notatie (N)β gebruikt. D.w.z.

(1001.11101)2 = (9.90625)10.

Vermits de computer communiceert met zijn gebruikers in het decimale systeem
maar intern werkt met het binaire, moeten er conversieprocedures bestaan die door de
computer worden uitgevoerd. Deze komen in gebruik bij input en output. Normaal
moet de gebruiker zich geen zorgen maken over die conversies, ware het niet dat zij
aanleiding geven tot kleine, maar soms niet onbelangrijke afrondingsfouten. In com-
puters worden reële getallen voorgesteld met een vast aantal cijfers. De woordlengte
van de computer plaatst een restrictie op de nauwkeurigheid waarmee reële getallen
worden voorgesteld.

In het decimale stelsel kan elk reëel getal neergeschreven worden in een genor-
malizeerde wetenschappelijke notatie. Dit betekent dat het decimale punt verschuift
en een aangepaste macht van 10 wordt toegevoegd, zodat alle cijfers rechts van het
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decimale punt kunnen geplaatst worden, met die afspraak dat het eerste cijfer rechts
van het decimale punt niet nul is. Voorbeelden zijn :

732.5051 = .7325051× 103

−0.005612 = −.5612× 10−2.

In het algemeen kan elk van nul verschillend reëel getal x voorgesteld worden in de
vorm

x = ±r × 10n , (1.1)

waarbij r een getal is in het domein 1
10
≤ r < 1 en n is een positief of een negatief getal

of nul.

Op dezelfde wijze kunnen we die genormalizeerde wetenschappelijke notatie ge-
bruiken in het binaire stelsel. Daar kunnen we schrijven

x = ±q × 2m , (1.2)

waarbij 1
2
≤ q < 1 (als x 6= 0) en m een geheel getal. Het getal q wordt de mantisse

en het geheel getal m wordt de exponent genoemd. In een binaire computer worden
zowel q als m voorgesteld als binaire getallen. Men spreekt hier van een vlottende-
of drijvende-komma voorstelling van het reële getal; in het Engels spreekt men van
floating-point numbers.

Binnen elke computer worden getallen voorgesteld op de hierboven beschreven
wijze, maar met bepaalde beperkingen op q en m die opgelegd worden door de beschik-
bare woordlengte. Om dit verder te illustreren beschouwen we een hypotetische com-
puter die we RUG-32 zullen noemen. Deze bezit een woordlengte van 32 bits en lijkt
derhalve op vele moderne PC’s. Veronderstel dat de bits die een woord samenstellen
de volgende betekenis hebben wanneer ze gebruikt worden om een reëel getal voor te
stellen :

teken van het reëel getal x : 1 bit
teken van de exponent m : 1 bit
exponent (geheel getal |m|) : 7 bits
mantisse (reëel getal |q|) : 23 bits.

Vermits een van nul verschillend reëel getal x = ±q × 2m genormalizeerd kan
worden zodat de mantisse 1

2
≤ q < 1, is het evident dat de eerste bit in q een waarde

1 bezit. Daarom is het niet nodig die te stockeren. De 23 bits die in het woord
gereserveerd zijn voor de mantisse kunnen gebruikt worden om de tweede, derde t.e.m.
vierentwintigste bit in q vast te leggen. Dit betekent dat de machine over een 24-bit
mantisse beschikt voor zijn drijvende-komma getallen. Een reëel getal voorgesteld als
in vergelijking (1.2) waarbij |m| 7 bits beslaat en q 24 bits beschrijft zullen we verder
een machinegetal in RUG-32 noemen, d.w.z. dat het exact kan voorgesteld worden in
die computer. Nochtans zijn de meeste reële getallen niet exact voorstelbaar in RUG-
32. Wanneer zulk getal voorkomt als invoergegeven of als resultaat van een bewerking,
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zal er onvermijdelijk een fout ontstaan wanneer het wordt voorgesteld op een zo correct
mogelijke wijze door een machinegetal.

De beperking dat |m| niet meer dan 7 bits lang is betekent dat

|m| ≤ (1111111)2 = 27 − 1 = 127.

Vermits 2127 ≈ 1038 kan de RUG-32 getallen verwerken die in absolute waarde ruwweg
liggen tussen 10−38 en 1038. De beperking dat q slechts 24 bits beschrijft betekent dat
de machinegetallen ruwweg een nauwkeurigheid van 7 decimale cijfers hebben, vermits
de laatste bit in de mantisse de eenheid 2−24 ≈ 10−7 voorstelt. D.w.z. dat getallen
weergegeven met meer dan zeven decimale cijfers benaderd zullen worden wanneer
ze als invoer worden ingebracht. Eenvoudige decimale getallen, zoals bv. 1/10, zijn
geen machinegetallen in een binaire computer. Zeven beduidende decimale cijfers zijn
dikwijls in wetenschappelijke berekeningen niet voldoende. Daarom zal het dikwijls
noodzakelijk zijn gebruik te maken van de zgn. dubbele precisie of extended precisie
mode. Een drijvende-komma getal in dubbele precisie wordt gestockeerd in twee com-
puter woorden en de mantisse heeft doorgaans tweemaal zoveel bits ter beschikking als
in het enkelvoudige geval. Er zijn dus ruwweg tweemaal zoveel decimale cijfers beschik-
baar in dubbele als in enkelvoudige precisie. Nochtans zijn berekeningen in dubbele
precisie trager dan in enkelvoudige precisie.

Laat ons nog opmerken dat gehele getallen een volledig computerwoord kunnen
gebruiken voor hun stockering met uitzondering van één bit dat gereserveerd is voor
het teken. Derhalve liggen de gehele getallen in RUG-32 tussen −231 = −2147483648
en 231−1 = 2147483647. Berekeningen met enkel gehele getallen komen praktisch niet
voor in wetenschappelijke toepassingen.

De drijvende-komma voorstelling van een enkelvoudig precisie getal x in onze
hypotetische 32-bit machine RUG-32 wordt verdeeld in vier velden :

S : de bit die het teken van x voorstelt,
s : de bit die het teken van de exponent m voorstelt,
E : de 7-bit exponent,
F : de 23-bit fractie van het reëel getal x die met een

niet-gestockeerde voorafgaande 1-bit aanleiding
geeft tot de mantisse met de gedaante (.1 . . .)2.

Derhalve zijn van nul verschillende genormalizeerde machinegetallen bit strings
die als volgt gedecodeerd worden :

x = (−1)S × q × 2m

waarbij

q = (0.1F )2 en m = (−1)s × E.

Deze RUG-32 beschrijving is gebeurd in navolging van de gebruikelijke drijvende-
komma voorstelling in 32-bit machines, behalve dat voor eenvoud van zaken de zgn.
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EXCESS-n notatie van de exponent werd weggelaten. We hebben besloten hier slechts
een korte bespreking te geven omdat veel van deze stockeringstechnieken hardware en
soms software afhankelijk zijn.

We wensen nu een idee te krijgen van de fout die ontstaat door een gegeven
positief reëel getal x te benaderen door zijn dichtstbijzijnde machinegetal in RUG-32.
We veronderstellen dat

x = q × 2m,
1

2
≤ q < 1, |m| ≤ 127.

Als we x ontwikkelen als

x = (.a1a2a3 . . . a24a25a26 . . .)2 × 2m

waarbij elke ai ofwel 0 ofwel 1 voorstelt en waarbij a1 = 1, dan is een mogelijk dichtst-
bijzijnde machinegetal datgene waarbij we de extra bits a25a26 . . . verwaarlozen. Deze
procedure heet afkappen. Het resulterende machinegetal is :

x′ = (.a1a2 . . . a24)2 × 2m . (1.3)

Noteer dat x′ < x. Een ander dichtstbijzijnde getal kan groter zijn dan x. Het wordt
bekomen door afronding. D.w.z. we verwaarlozen de extra bits, maar verhogen de
laatste overblijvende bit a24 met een eenheid. Dit getal is

x′′ = ((.a1a2 . . . a24)2 + 2−24)× 2m . (1.4)

Het getal x′ of x′′ dat het dichtst bij x ligt wordt gekozen om x voor te stellen in de
computer. Wanneer x voorgesteld wordt door x′, dan kunnen we schrijven dat :

|x− x′| ≤ 1

2
|x′′ − x′| = 1

2
× 2−24 × 2m = 2m−25 . (1.5)

In dit geval is de relatieve fout als volgt begrensd :

∣∣∣x− x′

x

∣∣∣ ≤ 2m−25

q × 2m
=

2−25

q
≤ 2−25

1

2

= 2−24 . (1.6)

In het tweede geval, wanneer x dichter bij x′′ dan bij x′ ligt hebben we :

|x− x′′| ≤ 1

2
|x′′ − x′| = 2m−25 .

Dezelfde analyse toont opnieuw aan dat de relatieve fout niet groter dan 2−24 wordt.

Soms kan tijdens een berekening een getal van de vorm ±q × 2m geproduceerd
worden, waarbij m buiten het gebied ligt toegelaten door de computer. Als m te groot
is zeggen we dat overflow is opgetreden. Als m te klein is spreken we van underflow. In
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RUG-32 betekent dit respectievelijk m > 127 of m < −127. In het geval van overflow
ontstaat een fatale fout. In veel computers zal het programma automatisch stoppen,
omdat een variabele die een nan (not a number) waarde bezit gebruikt wordt in een
berekening. In het geval van underflow krijgt de variabele in veel computers de waarde
0 en kunnen de berekeningen verder gezet worden.

Uit bovenstaande kunnen, voor wat de RUG-32 betreft, volgende conclusies
getroffen worden : als x een van nul verschillend getal binnen het bereik van de ma-
chine is, dan voldoet het machinegetal x∗, dat zich het dichtst bij x bevindt, aan de
ongelijkheid

∣∣∣x− x∗

x

∣∣∣ ≤ 2−24 . (1.7)

Door de definitie δ =
(x∗ − x)

x
kunnen we deze ongelijkheid in de volgende gedaante

schrijven :

x∗ = x(1 + δ), |δ| ≤ 2−24 . (1.8)

Meestal wordt de notatie fl(x) gebruikt voor het drijvende-komma machinegetal
x∗ dat zich het dichtst bevindt bij x. Het getal 2−24 dat in de voorgaande ongelijkheden
optreedt is de eenheidsafrondingsfout voor de RUG-32. Onze analyse toont aan dat het
aantal bits optredend in een mantisse rechtstreeks verbonden is met deze grootheid.
Afrondingsfouten zijn steeds aanwezig vanaf het ogenblik dat getallen ingelezen worden.

Voorbeeld 1.2.1

Bepaal de binaire vorm van het getal x = 2/3. Welke zijn de twee dicht-
stbijzijnde getallen x′ en x′′ in de RUG-32 ? Welke van die twee wordt als
fl(x) genomen ? Wat zijn de absolute en de relatieve afrondingsfout als x
wordt voorgesteld door fl(x) ?

Oplossing

Om de binaire voorstelling te bepalen, schrijven we

2

3
= (.a1a2a3 . . .)2 .
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Door beide leden met 2 te vermenigvuldigen bekomen we

4

3
= (a1.a2a3 . . .)2 .

Door het geheel deel in beide leden te nemen volgt hieruit dat a1 = 1. Na
aftrekken van 1, bekomen we :

1

3
= (.a2a3a4 . . .)2 .

De voorgaande stappen herhalend leidt tot :

x =
2

3
= (.101010 . . .)2 .

De twee dichtstbijzijnde machinegetallen, elk met 24 bits, zijn

x′ = = (.101010 . . . 1010)2

x′′ = (.101010 . . . 1011)2 .

Hierbij is x′ bekomen door afkapping en x′′ door afronding. Om te bepalen
welke het dichtst bij x ligt berekenen we x− x′ en x′′ − x :

x− x′ = (.101010 . . .)2 × 2−24 =
2

3
× 2−24

x′′ − x = (x′′ − x′)− (x− x′) = 2−24 − 2

3
× 2−24 =

1

3
× 2−24 .

Derhalve kiezen we fl(x) = x′′ en de absolute afrondingsfout is

|fl(x)− x| = 1

3
× 2−24 ,

en de relatieve afrondingsfout is dan

|fl(x)− x|
|x|

=

1

3
× 2−24

2

3

= 2−25 < 2−24 .

�

We kunnen bovenstaande begrippen als afkapping, afronding en eenheidsafrondingsfout
algemeen invoeren voor reële getallen gerepresenteerd in een willekeurige basis β en
gestockeerd m.b.v. een mantisse van lengte n, d.i. :

x = (−1)S × (.a1a2 . . . an . . .)β × βe
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met

β : de gekozen basis (b.v. β = 2, 8, 10, 16, . . .)
ai : de cijfers in de basis ; 0 ≤ ai ≤ β − 1 met a1 6= 0
e : de exponent
.a1a2 . . . an : de mantisse.

De exponent e voldoet aan m ≤ e ≤ M waarbij m en M integers zijn, variërend
van computer tot computer. De mantisse bevat n cijfers in het β basis systeem en
alle getallen die eventueel langer zijn, moeten tot die lengte gereduceerd worden; vele
machines doen dit d.m.v. afronding, wat als volgt kan vertolkt worden :

fl(x) =


(−1)S × (.a1a2 . . . an)β × βe , 0 ≤ an+1 <

β

2

(−1)S × [(.a1a2 . . . an)β + (.00 . . . 01)β]× βe ,
β

2
≤ an+1 < β

(1.9)

waarin (.00 . . . 01)β betekent β−n . Dit is een formele definitie van een simpele proce-
dure : we ronden af naar boven indien het (n + 1)de cijfer groter is of gelijk aan 1

2
β en

we ronden af naar beneden als het kleiner is dan 1
2
β . Voor de absolute fout in fl(x)

beschouwen we voor het geval 0 ≤ an+1 <
β

2
:

x− fl(x) = (−1)S × (.00 . . . 0an+1an+2 . . .)β × βe

= (−1)S × (.an+1an+2 . . .)β × βe−n

of

| x− fl(x) | ≤ 1

2
βe−n . (1.10)

Door een analoge, maar iets ingewikkelder redenering kan men aantonen dat hetzelfde

resultaat waar is als
β

2
≤ an+1 < β. De relatieve fout volgt dan uit

| x− fl(x) | ≤ 1

2
βe−n | x |

| x |
=

1

2

| x | β−n

| x | β−e

=
1

2

| x | β−n

(.a1a2 . . .)β

≤ 1

2

| x | β−n

(.100 . . .)β

=
1

2

| x | β−n

β−1

of

| x− fl(x) |
| x |

≤ ε , (1.11)

met ε = 1
2
β−n+1 . Introduceren we nu opnieuw

fl(x)− x

x
= δ dan is net zoals in het

binaire geval

fl(x) = (1 + δ)x met | δ | ≤ ε . (1.12)
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Het getal ε is de eenheidsafrondingsfout en is karakteristiek voor de gebruikte ma-
chine, het gebruikte besturingssysteem, de gebruikte compiler en het type van de ge-
bruikte reële variabelen (enkelvoudige of dubbele precisie). De waarde van de eenhei-
dsafrondingsfout (ε) varieert sterk op moderne computers, omwille van de verschillen
in woordlengte, verschillen in de basis (β), het type van afronding, enz, . . .. Om een
benaderde waarde van ε te berekenen op om ’t even welke machine, kan de volgende
code gebruikt worden, hetzij in enkelvoudige, hetzij in dubbele precisie. Ze bepaalt
het kleinste positieve getal ε van de vorm 2−k zodat 1.0 + ε 6= 1.0 in de beschouwde
machine :

Algoritme 1.2.1

input s← 1.0

for k = 1, 2, . . . , 100 do

s← 0.5s

t← s + 1.0

if t ≤ 1.0 then

s← 2.0s

output k − 1, s

stop

end if

end for

end

Voor een implementatie van dit algoritme zie Matlab oefeningen

1.2.2 Voortplanting van afrondingsfouten

In onze verdere studie van de afrondingsfouten in machineberekeningen zullen
we gebruik maken van de RUG-32 machine. We veronderstellen dat de machine zo
ontworpen is dat, telkens als twee machinegetallen rekenkundig samengevoegd wor-
den, die samenvoeging eerst correct wordt gevormd, nadien genormalizeerd, vervolgens
afgerond en finaal gestockeerd in het geheugen in een machinewoord. Om dit duideli-
jker te maken, laat � staan voor één van de vier rekenkundige basisbewerkingen, +,
–, × of ÷. Als x en y machinegetallen zijn, en x � y wordt verlangd en gestockeerd,
dan kunnen we het dichtstbijzijnde getal bij x� y in een één-woord machine bekomen
door fl(x� y) af te ronden en te stockeren.

Laten we dit proces illustreren op een decimale machine die opereert met vijf-
cijfer getallen in haar drijvende-komma systeem, en laten we de volgende twee machi-
negetallen beschouwen :

x = .31426× 103 y = .92577× 105 .
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Als we gebruik maken van een dubbele-lengte accu-register voor de intermediaire re-
sultaten, hebben we

x× y = .2909324802× 108

x + y = .9289126× 105

x− y = −.92262740× 105

x÷ y ≈ .3394579647× 10−2 .

De computer met vijf decimalen zal dit in afgeronde vorm stockeren als

fl(xy) = .29093× 108

fl(x + y) = .92891× 105

fl(x− y) = −.92263× 105

fl(x÷ y) = .33946× 10−2 .

De relatieve fouten in deze resultaten zijn respectievelijk 8.5×10−6, 2.8×10−6, 2.8×10−6

en 6.0× 10−6, alle kleiner dan 10−5.

In elke computer voldoen de vier rekenkundige bewerkingen aan vergelijkingen
van de vorm

fl(x� y) = [x� y](1 + δ) , |δ| ≤ ε

met ε opnieuw de eenheidsafrondingsfout. We hebben reeds uitgemaakt voor de RUG-
32 dat

fl(x) = x(1 + δ) |δ| ≤ 2−24

voor elk willekeurig reëel getal binnen het definitiegebied van de RUG-32. Derhalve
kunnen we nu schrijven :

fl(x� y) = (x� y)(1 + δ) , |δ| ≤ 2−24

wanneer x en y machinegetallen zijn. Dus de eenheidsafrondingsfout, 2−24, levert een
bovengrens voor de relatieve fout in een enkelvoudige basis rekenkundige bewerking.
Als x en y geen machinegetallen zijn verkrijgen we volgend resultaat :

fl(fl(x)� fl(y)) = (x(1 + δ1)� (y(1 + δ2))(1 + δ3) , |δi| ≤ 2−24 .

Door gebruik te maken van de zo juist besproken basis resultaten, kunnen we
samengestelde rekenkundige bewerkingen analyzeren. Om dit te illusteren, veronderstel
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dat x, y en z machinegetallen zijn in RUG-32 en we wensen x(y + z) te bepalen. We
hebben

fl[x(y + z)] = [xfl(y + z)](1 + δ1) |δ1| ≤ 2−24

= [x(y + z)(1 + δ2)](1 + δ1) |δ2| ≤ 2−24

= x(y + z)(1 + δ2 + δ1 + δ2δ1)

≈ x(y + z)(1 + δ1 + δ2)

= x(y + z)(1 + δ3) , |δ3| ≤ 2−23 ,

vermits δ2δ1 verwaarloosbaar is ten opzichte van 2−23.

Vermits de RUG-32 een hypothetische machine is, konden we om ’t even welke
veronderstellingen maken over hoe vlottende-komma getallen berekend en gestockeerd
worden. Voor echte computers zijn de veronderstellingen die we hebben gemaakt in
verband met fl(x� y) zeer dicht bij de waarheid. Nochtans moeten we ons realizeren
dat een computer niet in staat is alle combinaties x � y uit te voeren met complete
nauwkeurigheid, alvorens het resultaat afgerond wordt tot een machinegetal. We zagen
in voorbeeld 1.2.1 dat 2/3 niet exact berekend kan worden in drijvende-komma mode.
In de praktijk zullen vele computers rekenkundige bewerkingen uitvoeren in speciale
registers die meer bits ter beschikking hebben dan de gebruikelijke machinegetallen.
Deze extra bits worden bewaringsbits (guard bits) genoemd en laten toe dat getallen
voor een korte tijd met extra nauwkeurigheid bestaan. Achteraf wordt dan een afrond-
ingsprocedure toegepast op een getal in zo’n bewaringsbit ten einde een machinegetal
te creëren. Het aantal bewaringsbits en andere details verschillen van machine tot
machine en het is dikwijls moeilijk te achterhalen hoe een specifieke machine deze
problemen aanpakt.

Voorbeeld 1.2.2

Als x1, x2, . . . , xm machinegetallen zijn, wat is dan de absolute fout bij het
berekenen van

S =
m∑

i=1

xi

d.m.v. een computer, die zijn getallen voorstelt m.b.v. een basis β ?

Oplossing

Definiëren we

S2 = fl(x1 + x2) = (x1 + x2)(1 + δ2)

met | δ2 |≤
β−n+1

2
. De definitie van S2 en de volgende sommen is consistent

met de ingevoerde afspraken. Definiëren we recursief

Sr+1 = fl(Sr + xr+1) , r = 1, 2, . . . ,m− 1

12



dan is

Sr+1 = (Sr + xr+1)(1 + δr+1) , | δr+1 | ≤
β−n+1

2
.

Als we de eerste sommen Sr+1 (r = 1, 2, . . .) expliciet uitschrijven, bekomen
we het volgende

S2 − (x1 + x2) = δ2(x1 + x2)

S3 − (x1 + x2 + x3) = (x1 + x2)δ2 + (x1 + x2)(1 + δ2)δ3 + x3δ3

≈ (x1 + x2)δ2 + (x1 + x2 + x3)δ3

S4 − (x1 + x2 + x3 + x4) ≈ (x1 + x2)δ2 + (x1 + x2 + x3)δ3

+(x1 + x2 + x3 + x4)δ4 .

In het hierboven afgeleide hebben we de kruistermen δiδj verwaarloosd,
vermits deze een veel kleinere magnitude zullen hebben. Door inductie
bekomen we

Sm −
m∑

i=1

xi ≈ (x1 + x2)δ2 + . . . + (x1 + x2 + . . . + xm)δm

= x1(δ2 + δ3 + . . . + δm) + x2(δ2 + δ3 + . . . + δm)

+x3(δ3 + . . . + δm) + . . . + xmδm .

Uit deze formule kunnen we afleiden dat de beste strategie bij optelling erin
bestaat optellingen uit te voeren vertrekkend vanaf het kleinste naar het
grootste getal. �

DEMO 1 (Matlab)

Een interessant numeriek experiment bestaat erin het scalair product te
berekenen van de volgende twee vectoren :

x = [2.718281828,−3.141592654, 1.414213562, 0.5772156649, 0.3010299957]

y = [1486.2497, 878366.9879,−22.37492, 4773714.647, 0.000185049] .

Bereken dit scalair product

Vergelijk het resultaat met het correcte antwoord dat met zeven decimale
cijfers uitgedrukt is −1.006571 × 10−11. Tracht je resultaten te begrijpen.
Herhaal het bovenstaande maar laat de finale 9 weg in x4 en de finale 7 in
x5. Welke gevolgen hebben die kleine veranderingen op het eindresultaat ?
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1.2.3 Procesfouten

De procesfouten hangen doorgaans af van een zekere parameter N , zodat N →∞
betekent dat de “benaderde” oplossing de “exacte” bereikt. In veel gevallen hopen
procesfouten compleet willekeurig op en dit heeft tot effect dat dergelijke fouten elkaar
voor een groot deel compenseren. Daarom zijn foutschattingen, gesteund op maximum
fouten, in veel gevallen te pessimistisch.

Laat ons hier de verschillende fouttypes expliciet illustreren. Neem aan dat
we f(x) wensen te berekenen, waarbij x een reëel getal is en f een reële functie
die niet nader beschreven wordt. In realistische berekeningen wordt het getal x be-
naderd door het corresponderende machinegetal fl(x). Het verschil fl(x) − x levert
de initiale afrondingsfout terwijl het verschil ε1 = f(fl(x))− f(x) de corresponderende
voortgeplante fout is. In veel gevallen is f een functie die vervangen dient te wor-
den door een eenvoudiger f1 (dikwijls een afgekapte reeksontwikkeling van f). Het
verschil ε2 = f1(fl(x)) − f(fl(x)) is dan de procesfout. De bewerkingen uitgevo-
erd door een computer zijn opnieuw niet exact, zodat we i.p.v. f1(fl(x)) een resul-
taat f2(fl(x)) verkrijgen, met f2(fl(x)) = fl(f1(fl(x))) d.w.z. een slecht berekende
waarde van een slecht gedefinieerde functie van een verkeerd argument. Het verschil
ε3 = f2(fl(x))− f1(fl(x)) is de voortgeplante fout volgend uit de oorspronkelijke pro-
cesfout. De totale fout is

ε = f2(fl(x))− f(x) = ε1 + ε2 + ε3 .

Voorbeeld 1.2.3

Als specifiek voorbeeld kiezen we de bepaling van e1/3 waarbij we afspreken
dat alle berekeningen verricht worden in een decimale machine waarin 4
decimalen weerhouden worden. Om te beginnen berekenen we e0.3333 i.p.v.
e1/3 en de daaruit voortvloeiende fout wordt

ε1 = e0.3333 − e1/3 = e0.3333(1− e0.0000333...)

= −0.0000465196 . . .

Vervolgens berekenen we niet ex maar

1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
voor x = 0.3333 ,

d.w.z. de procesfout is

ε2 = −
(

0.33335

5!
+

0.33336

6!
+ . . .) = −0.0000362750 .

Uiteindelijk wordt de som van de afgekapte reeks uitgevoerd met afgeronde
waarden, resulterend in

1 + 0.3333 + 0.0555 + 0.0062 + 0.0005 = 1.3955
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i.p.v. 1.3955296304 bekomen met 10 decimalen. Dus :

ε3 = −0.0000296304

en de totale fout is

ε = 1.3955− e−1/3 = ε1 + ε2 + ε3 = −0.0001124250

�

DEMO 1(Maple)

Zie Claroline

1.3 Absolute en relatieve fouten;

verlies aan significante cijfers

Wanneer een reëel getal x benaderd wordt door een ander getal x∗, dan is de fout
x− x∗. De absolute fout is :

|x− x∗|

en de relatieve fout is :

∣∣∣x− x∗

x

∣∣∣ .
In wetenschappelijke berekeningen is doorgaans de relatieve fout belangrijk. Informatie
over de absolute fout is doorgaans van geen nut wanneer de kennis over de grootte van
het behandelde getal onbekend is. In vorige paragraaf beschouwden we reeds relatieve
fouten in onze bespreking van afrondingsfouten, i.e. de ongelijkheid

∣∣∣x− fl(x)

x

∣∣∣ ≤ ε

beschrijft de relatieve fout wanneer een reëel getal voorgesteld wordt door zijn dicht-
stbijzijnde drijvende-komma machinegetal.
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1.3.1 Verlies aan significante cijfers

Alhoewel afrondingsfouten onvermijdelijk zijn en moeilijk te controleren, zijn
er andere types van fouten in berekeningen die wel onder controle kunnen gehouden
worden. Het numeriek rekenen houdt zich bezig, naast het ontwerpen van algoritmen,
met het begrijpen en controleren van fouten van verschillende aard.

Om het soort situaties te zien waarin grote relatieve fouten kunnen optreden,
beschouwen we een aftrekking van twee getallen die niet veel van elkaar verschillen.

Bijvoorbeeld :

x = .3721478693

y = .3720230572

x− y = .0001248121 .

Als deze berekeningen zouden uitgevoerd worden op een decimale computer, die een
matisse bestaande uit 5 cijfers zou bezitten, werken we met :

fl(x) = .37215

fl(y) = .37202

fl(x)− fl(y) = .00013 .

De relatieve fout is dan zeer groot, i.e. :

∣∣∣x− y − [fl(x)− fl(y)]

x− y

∣∣∣ = ∣∣∣ .0001248121− .00013

.0001248121

∣∣∣ ≈ 0.04 .

Wanneer de computer de komma moet verschuiven in de mantisse om een genormal-
izeerde drijvende-komma voorstelling te verkrijgen, worden bijkomende nullen aan de
rechterzijde van de mantisse toegevoegd. Deze nullen zijn onbetekenend en zij vertegen-
woordigen geen bijkomende nauwkeurigheid; d.w.z. dat fl(x) − fl(y) in de computer
wordt voorgesteld als .13000 × 10−3 maar de nullen in de matisse dienen slechts als
plaatsbewaarders.

1.3.2 Aftrekking van bijna gelijke grootheden

Als regel moeten we situaties vermijden waar nauwkeurigheid verloren gaat door
een aftrekking van bijna gelijke grootheden. Een zorgzaam programmeur zal alert zijn
voor dergelijke situatie. Om te illustreren wat bij programmeren kan gedaan worden,
beschouwen we volgend voorbeeld.

Voorbeeld 1.3.1
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De toekenningsinstructie

y ←
√

x2 + 1− 1

behelst verlies aan nauwkeurigheid door aftrekking bij kleine waarden van
x. Hoe kunnen we dit probleem omzeilen ?

Oplossing

Herschrijf de functie als volgt :

y = (
√

x2 + 1− 1)
(√x2 + 1 + 1√

x2 + 1 + 1

)
=

x2

√
x2 + 1 + 1

.

�

DEMO 2 (Matlab)

Schrijf en voer een programma uit voor de berekening van

f(x) =
√

x2 + 1− 1

g(x) =
x2

√
x2 + 1 + 1

voor een reeks waarden van x, nl. 8−1, 8−2, 8−3, . . .. Alhoewel f = g zal de
computer verschillende waarden genereren. Welke resultaten zijn betrouw-
baar en welke niet ?

1.3.3 Theorema over verlies aan precisie

Een interessante vraag is de volgende : Hoeveel significante binaire bits gaan er
exact verloren bij de aftrekking x−y wanneer x dicht ligt bij y ?. Het precieze antwoord
hangt af van de waarden van x en y. Nochtans kunnen we bovengrenzen bepalen voor

de grootheid |1 − y

x
|, die als maat kan gebruikt worden om te beschrijven hoe dicht

x bij y ligt. Het volgende theorema verschaft bruikbare boven- en ondergrenzen. Het
theorema is machine-onafhankelijk.

Theorema 1.3.1

Als x en y positieve genormalizeerde drijvende-komma binaire machinegetallen
zijn zodat x > y en

2−q ≤ 1− y

x
≤ 2−p
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dan gaan ten hoogste q en ten minste p significante binaire bits verloren bij de aftrekking
x− y.

Bewijs

We zullen de benedengrens bewijzen en laten de bovengrens als een oefening. De
genormalizeerde binaire drijvende-komma vormen voor x en y zijn :

x = r × 2n , (
1

2
≤ r < 1)

y = s× 2m , (
1

2
≤ s < 1) .

Vermits x groter is dan y, kan de computer de komma verschuiven in y zodat y wordt
voorgesteld met dezelfde exponent als x alvorens de aftrekking wordt uitgevoerd. Der-
halve kunnen we y schrijven als

y = (s× 2m−n)× 2n

en we krijgen

x− y = (r − s× 2m−n)× 2n .

De mantisse van dit getal voldoet aan

r − s× 2m−n = r(1− s× 2m

r × 2n
) = r(1− y

x
) < 2−p .

Om de voorstelling van x−y te normalizeren verschuift de computer de komma ten min-
ste p bits naar rechts. Aldus zullen minstens p onbetekenende nullen aan de rechterzijde
van de mantisse toegevoegd worden, wat betekent dat ten minste p bits nauwkeurigheid
verloren is gegaan. �

Voorbeeld 1.3.2

Beschouw de volgende toekenningsinstructie

y ← x− sin x .

Vermits sin x ≈ x voor kleine waarden van x, kan deze berekening aanleid-
ing geven tot verlies aan significante cijfers. Hoe kunnen we dit vermijden ?
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Oplossing

Laat ons een alternatieve vorm voor de functie y = x − sin x vinden. De
Taylor reeksontwikkeling voor sin x kan hiervoor nuttig zijn. Dus

y = x− sin x

= x− (x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ . . .)

=
x3

3!
− x5

5!
+

x7

7!
− . . .

Als x zich in de omgeving van 0 bevindt kan een afgebroken Taylor reeks
gebruikt worden in de toekenningsinstructie, i.e.

y ← (
x3

6
)(1− (

x2

20
)(1− (

x2

42
)(1− x2

72
))) .

Als waarden voor y nodig zijn voor een ruim aantal x-waarden zal het
wenselijk zijn beide toekenningsinstructies te gebruiken, elk in hun eigen
toepassingsdomein. Het is derhalve nodig de nuttige domeinen te bepalen
voor elk van de toekenningsinstructies. Door gebruik te maken van theo-
rema 1.3.1 zien we dat het verlies aan bits in de aftrekking, gegeven door
de eerste toekenningsinstructie, kan begrensd worden tot één bit door x zo
te beperken dat

1− sin x

x
≥ 1

2
.

We beschouwen hier slechts het geval waarbij sin x > 0. Het is gemakkelijk
na te trekken dat x minstens de waarde 1.9 moet hebben. Dus voor |x| ≥ 1.9
zullen we de eerste toekenningsinstructie gebruiken en voor |x| < 1.9 zullen
we de afgekapte reeksontwikkeling aanwenden. We kunnen verifiëren dat
in het slechtste geval (x = 1.9), zeven termen in de reeksontwikkeling y
opleveren met een fout van hoogstens 10−9.

Om nu een hulpprogramma te construeren voor x − sin x door gebruik
te maken van een aantal termen uit de voorgaande reeksontwikkeling, is
het belangrijk in te zien dat elke term hierin kan bekomen worden uit de
voorgaande, door gebruik te maken van de volgende formules :

t1 =
x3

6

tn+1 =
−tnx

2

(2n + 2)(2n + 3)
, (n ≥ 1) .

De partiële sommen

sn =
n∑

k=1

tk
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kunnen dan inductief bekomen worden uit :{
s1 = t1
sn+1 = sn + tn+1 , (n ≥ 1) .

�

In sommige berekeningen kan een verlies aan significante cijfers vermeden wor-
den, of minder erg worden ervaren, door gebruik te maken van dubbele precisie of ex-
tended getallen. In deze wijze van berekeningen wordt aan elk reëel getal twee woorden
geheugenplaats toegekend. Dit verdubbelt ten minste het aantal bits in de mantisse.
Zekere cruciale delen van een berekening kunnen uitgevoerd worden in dubbele precisie
terwijl het overblijvende deel in enkelvoudige precisie kan uitgevoerd worden. Dit is
meer economisch dan het totale probleem in dubbele precisie te behandelen, omdat
voor deze laatste de gebruikte computertijd zeer sterk oploopt. De reden hiervoor
ligt in het feit dat dubbele precisie rekenwerk meestal software-matig gebeurt, terwijl
enkelvoudige hardware-matig wordt opgevangen.

1.3.4 Functieëvaluatie

Er is een andere situatie waarin een drastisch verlies aan significante cijfers kan
optreden, d.i. in de evaluatie van zekere functies voor zeer grote argumenten. Laat ons
dit illustreren aan de cos x functie, die een periodiciteitseigenschap bezit, i.e.

cos(x + 2nπ) = cos x .

Andere eigenschappen zijn :

cos(−x) = cos x = − cos(π − x) .

Door van deze eigenschappen gebruik te maken, kan de bepaling van cos x voor elk
argument gebeuren door de evaluatie te verrichten voor een gereduceerd argument,
gelegen in het interval [0, π]. De bibliotheek subroutines beschikbaar op vele computers
in verscheidene talen, buiten deze eigenschap uit; men spreekt van domeinreductie.

Bijvoorbeeld zal de bepaling van cos x in het punt x = 33278.21 als volgt
gebeuren. Vooreerst wordt het gereduceerde argument bepaald, d.i.

y = 33278.21− 5296× 2π = 2.46 .

Merk op dat y geleverd wordt met twee decimale cijfers; dit is een gevolg van het feit
dat slechts twee decimalen in het oorspronkelijk argument aanwezig waren. Het gere-
duceerde argument bezit drie significante cijfers, alhoewel het originele argument in
enkelvoudige precisie tot zeven significante cijfers kan hebben. Dit betekent dat finaal
de cosinus waarde slechts drie significante cijfers zal bezitten.
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1.4 Stabiele en onstabiele berekeningen;

conditionering

In dit hoofdstuk zullen we een ander thema introduceren dat regelmatig voorkomt
in numeriek rekenen : het onderscheid tussen numerieke processen, die stabiel en onsta-
biel zijn. Daar dicht bij aansluitend zijn de concepten goed geconditioneerde en slecht
geconditioneerde problemen.

1.4.1 Numerieke stabiliteit

Kort weergegeven kunnen we zeggen dat een numeriek proces onstabiel is als
kleine fouten, gëıntroduceerd in een beginfase, sterk aanzwellen in volgende stappen
van het rekenproces en ernstig de nauwkeurigheid van de finale resultaten aantasten.
Een voorbeeld zal het concept helpen verklaren.

Berekenen we de volgende getallen :

yn =
∫ 1

0
xnexdx , (n ≥ 0) . (1.13)

Als we partiële integratie toepassen op de integraal die yn+1 definieert, krijgen we als
resultaat de volgende recursiebetrekking :

yn+1 = e− (n + 1)yn . (1.14)

Hieruit en uit het evidente feit dat y0 = e− 1 bekomen we dat y1 :

y1 = e− y0 = e− (e− 1) = 1 .

Als we starten met y1 = 1 en y2, y3, . . . genereren in de RUG-32, gebruik makend van
(1.14), krijgen we de volgende waarden :

y2 = .7182817

y11 = 1.422453

y15 = 39711.43 .

Dit kan niet correct zijn. Inderdaad is het evident uit (1.13) dat de y rij voldoet aan

y1 > y2 > . . . > 0 ,

en dat limn→∞ yn = 0. (Inderdaad voor 0 < x < 1, daalt voor stijgende n de uit-
drukking xn monotoon naar 0.)

In dit voorbeeld wordt een fout van δ eenheden in y2 vermenigvuldigd met 3 in
de berekening van y3. Deze fout, 3δ, wordt met 4 vermenigvuldigd bij de berekening
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van y4. De resulterende fout, 12δ, wordt met 5 vermenigvuldigd in de bepaling van
y5. Dit proces zet zich voort, zodat bij de bepaling van y10 de fout van de orde
1
2
10!δ ≈ 2× 106. Voor y20 is het corresponderende getal 1018δ. Vermits δ ≈ 2−24 bij de

RUG-32, is 1018δ ≈ 1010. D.w.z. dat de fouten de correcte waarden voor yn volledig
overwoekeren; deze correcte waarden neigen zeer snel naar 0.

Een ander voorbeeld van instabiele berekeningen wordt behandeld in de
tweede oefeningsessie van Matlab.

DEMO 3 (Matlab)

(i) Definieer

xn =
∫ 1

0
tn(t + 5)−1dt .

Toon aan dat x0 = ln 1.2 en dat xn = n−1 − 5xn−1 voor n = 1, 2, . . ..
(vraagstuk bedacht door G.Dahlquist)

(ii) Bereken x0, x1, x2, . . . , x20 door gebruik te maken van de recursiebe-
trekking uit (i). Zijn de bekomen resultaten exact ? Kan je de fout
schatten ?

(iii) Ontwikkel een techniek om x20 bepaald in (ii) met hoge nauwkeurigheid
te berekenen. Maak hiervoor gebruik van een Taylor reeksontwikkeling
van (t + 5)−1 onder het integraalteken.

(iv) Na x20 uitgerekend te hebben met een zo groot mogelijke nauwkeurigheid
door te steunen op de formule uit (iii) maak opnieuw gebruik van de
recursiebetrekking uit (i), maar gebruik ze in omgekeerde volgorde om
x19, x18, . . . , x0 te herberekenen, startend van de correcte x20 waarde.
Is de aldus berekende x0 waarde nu correct ? Tracht dit fenomeen te
verklaren.

1.4.2 Conditionering

Het woord conditionering wordt gebruikt om aan te duiden hoe gevoelig de
oplossing van een probleem kan zijn voor kleine veranderingen in de invoergegevens.
Een probleem is slecht geconditioneerd als kleine veranderingen in die gegevens grote
veranderingen in de eindresultaten produceren. Voor zekere problemen kan een con-
ditiegetal gedefinieerd worden. Als dit getal groot is duidt het slecht geconditioneerde
problemen aan. Dit conditiegetal poogt het slechtst mogelijk effect te meten op de
oplossing y wanneer de invoer x iets verstoord wordt. Wanneer we δy de storing op y
noemen en δx de storing op x dan definieert men het conditiegetal als

K(y) = lim
ε→0

sup
‖δx‖≤ε

‖δy‖/‖y‖
‖δx‖/‖x‖

. (1.15)
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Hierin betekent “sup” : als een verzameling S ⊂ R naar boven begrensd is, dan
bezit de verzameling der bovengrenzen van S een kleinste element, supremum van S
genoemd. De notatie ‖.‖ is de norm en is een maat voor de lengte (zie ook cursus
Algebra en hoofdstuk 2). Als K(y) groot is, dan bestaan er kleine δx waarden die
aanleiding geven tot grote δy wijzigingen. Maar als K(y) klein is, zeg K(y) ≤ 10
dan leveren kleine δx kleine δy op. Vermits numerieke berekeningen bijna altijd een
variëteit van kleine rekenfouten bevatten, streven we naar oplossingen en problemen
met kleine conditiegetallen. Typische voorbeelden zullen in het volgend hoofdstuk aan
bod komen. Hier wensen we enkele elementaire illustraties te geven.

Veronderstel dat we een functiewaarde willen evalueren in een punt x. De vol-
gende vraag wordt gesteld : Als x lichtjes verstoord wordt, wat is het effect hiervan
op f(x) ? Als deze vraag slaat op absolute fouten, kunnen we, als f afleidbaar is over
]x, x + h[ en continu over [x, x + h], terugvallen op het middelwaarde theorema, d.i. :

f(x + h)− f(x) = hf ′(ξ) ,

met ξ gelegen tussen x en x + h. Als dus in dit interval de afgeleide functie van f niet
te groot wordt, is het effect van de storing op f(x) klein. Meestal is echter de relatieve
fout belangrijk in dergelijke problemen. Bij het verstoren van x met een bijdrage h is
h/x de relatieve grootte van de storing. Als f(x) verstoord wordt tot f(x + h) is de
relatieve grootte van deze storing

f(x + h)− f(x)

f(x)
=

hf ′(ξ)

f(x)
=

xf ′(ξ)

f(x)

h

x
.

Dus rekening houdend met bovengeciteerde definitie (1.15) voor het conditiegetal en
met het feit dat ξ nadert tot x als |h| nadert tot nul, kunnen we hieruit afleiden dat

lim
ε→0

sup
|h|≤ε

∣∣∣∣∣xf ′(ξ)

f(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣xf ′(x)

f(x)

∣∣∣∣∣
als conditiegetal kan beschouwd worden voor dit probleem.

Voorbeeld 1.4.1

Wat is het conditiegetal bij de bepaling van Bgsin(x) ?

Oplossing

Als f(x)=Bgsin(x) dan is

xf ′(x)

f(x)
=

x√
1− x2Bgsin(x)

.

Voor x liggend dicht bij 1, is Bgsin(x) ≈ π
2

en het conditiegetal wordt ∞

als x naar 1 nadert, vermits het benaderd wordt door
2x

π
√

1− x2
. Derhalve

kunnen we besluiten dat kleine relatieve fouten in x kunnen leiden tot grote
relatieve fouten in Bgsin(x) in de omgeving van x = 1. �
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Als volgende probleem beschouwen we de wortelbepaling van een functie f . We
zullen dit probleem verder numeriek in detail behandelen in hoofdstuk 3. Laat f en
g twee functies zijn die behoren tot de klasse C2 in de omgeving van r, waarbij r een
wortel is van f . We veronderstellen dat r een enkelvoudige wortel is, zodat f ′(r) 6= 0.
Als we de functie f verstoren zodat we eigenlijk F ≡ f + εg beschouwen, wat is dan
de nieuwe wortel ? Laat ons aannemen dat de nieuwe wortel gelijk is aan r + h; we
zullen een benaderde formule afleiden voor h. De storing h voldoet aan de vergelijking
F (r + h) = 0 of aan

f(r + h) + εg(r + h) = 0 .

Vermits f en g ∈ C2 kunnen we de Taylor reeksontwikkeling met sluitterm van Lagrange
gebruiken om F (r + h) uit te drukken :

[f(r) + hf ′(r) +
1

2
h2f ′′(ξ)] + ε[g(r) + hg′(r) +

1

2
h2g′′(η)] = 0 .

Verwaarlozing van termen in h2 en inachtneming van f(r) = 0, levert :

h ≈ −ε
g(r)

f ′(r) + εg′(r)
≈ −ε

g(r)

f ′(r)
.

Voor een tweede voorbeeld van slechte conditionering zie vierde oefening-
sessie Matlab.

1.5 Orde van convergentie

In numeriek rekenen zal het vaak gebeuren dat een antwoord voor een prob-
leem niet in éénmaal wordt geproduceerd. Er wordt een rij van benaderde antwoorden
bekomen, die meestal progressief een hogere nauwkeurigheid hebben.

Voorbeeld 1.5.1

De gelijkheid

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
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definieert het belangrijke irrationale getal e. We kunnen als benadering de
rij xn = (1 + 1/n)n berekenen. Sommige elementen zijn

x1 = 2.000000

x10 = 2.593742

x30 = 2.674319

x50 = 2.691588

x1000 = 2.716924 .

Dit is een voorbeeld van een traag convergerende rij, vermits de limiet
e = 2.7182818 . . . is en bij de duizendste term is er nog steeds een fout
0.001358.

DEMO 4 (Matlab)

Implementeer het voorbeeld 1.5.1 ; laat n variëren van 1, 2, . . . , 2000. Wordt
de opmerking, gemaakt in de theorie, bevestigd ?

Voorbeeld 1.5.2

Een voorbeeld van een snel convergerende rij wordt gegeven door
x1 = 2

xn+1 =
1

2
xn +

1

xn

, (n ≥ 1) .

De eerste vier termen van de aldus opgebouwde rij zijn :

x1 = 2.000000

x2 = 1.500000

x3 = 1.416667

x4 = 1.414216 .

De limiet is
√

2 = 1.414213562 . . . en de rij convergeert zeer snel naar die
limiet. Dit algoritme wordt ook behandeld in hoofdstuk 3.
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DEMO 5 (Matlab)

Implementeer het voorbeeld 1.5.2 en vergelijk het bekomen resultaat telkens
met de te verwachten waarde

√
2.

Veel problemen in het numeriek rekenen zullen aldus iteratief behandeld worden,
d.w.z. vele methoden zullen een rij van waarden {xn | n ≥ 0} opleveren die een te
zoeken waarde α steeds beter benaderen. Van dergelijke rij van iteratieve waarden
wordt gezegd dat ze convergeert met orde p ≥ 1 naar het punt α als

| α− xn+1 | ≤ c | α− xn |p , n ≥ 0 (1.16)

voor een zekere c > 0. Als p = 1 wordt gezegd dat de rij lineair convergeert naar α. In
dit geval is het noodzakelijk dat c < 1 en de constante c wordt de maat van lineaire
convergentie van xn naar α genoemd. Door (1.16) inductief aan te wenden met p = 1
en c < 1, bekomen we

| α− xn | ≤ cn | α− x0 | , n > 0 . (1.17)

Deze relatie toont de rechtstreekse convergentie aan van {xn} naar α.

Algemene nota

Sommigen van de wiskundigen, vermeld in de tekst, willen we in een algemene nota,
telkens aangebracht op het einde van elk hoofdstuk, even situeren. Archimedes (287 a.C.–
212 a.C.) is een Grieks wiskundige, die geleefd heeft in Syracuse. Hij is bekend omwille
van de bestudering en oplossing van enkele typische wiskundige en fysische problemen. Hij
was in staat kubische vergelijkingen, die we nu zouden schrijven als x3 ∓ ax2 ± b2c = 0
op te lossen. Hij bestudeerde de eigenschappen van cirkels, ellipsen, parabolen, etc...; in
die context formuleerde hij de begrenzingen van π, vermeld in paragraaf 1.1. Heron de
Oude van Alexandrië stelde de toepassingen van de wiskunde meer compleet voor dan elke
andere schrijver uit zijn periode. Hij vond o.m. een stoommachine uit. Hij publiceerde
over luchtdruk en mechanica. Zijn formule voor de oppervlaktebepaling van een driehoek,
A =

√
s(s− a)(s− b)(s− c) is wel bekend. Pythagoras (?572 a.C.– ?501 a.C.) is één van

de interessanste figuren uit de geschiedenis van de antieke wiskunde. Het staat vast dat hij
zeer veel gereisd heeft en op die wijze vertrouwd was met de wetenschap van zijn tijd. Hij
stichtte een school in Crotono, op de oostkust van Italië, wat toen deel uitmaakt van het zgn.
Groot-Griekenland. Naast wiskundige was hij ook filosoof en muziekpedagoog. Mohammed
ibn Musa Al-Khowarizmi was de grootste wiskundige aan het hof van Al-Mamun, die regeerde
over Bagdad van 809 tot 833. Alhoewel hij een sterrenkundige was en auteur van verschillende
astronomische tabellen, is hij het best bekend als auteur van het eerste werk dat de term
algebra bevat.
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Een gedetailleerde kennis van de manier waarop een computer numerieke bewerkingen
uitvoert is belangrijk voor programmeurs die begaan zijn met de nauwkeurigheid en die pro-
gramma’s willen schrijven die voor verspreiding vatbaar zijn. Om de overdraagbaarheid van
wiskundige programma’s op verschillende computers te verhogen, gebruikt veel hedendaagse
software een verwijzing naar de machine-eenheidsafrondingsfout. Deze wijze van werken is
populair geworden door het werk van Shampine en Gordon (L. Shampine en M. Gordon,
Computer Solution of Ordinary Differential Equations, Freeman Publications, San Francisco,
(1975)). Het algoritme 1.2.1 levert een praktisch rekenschema om die fout op elke machine te
bepalen. De foutvoortplanting verbonden aan afrondingsfouten is meestal zeer moeilijk in te
schatten. De hedendaagse benadering steunt hoofdzakelijk op het werk van Wilkinson. Op
het einde van de jaren ’40 was Jim Hardy Wilkinson een jonge wetenschapper die tezamen met
Alan Turing en anderen werkte met een nieuwe machine, “Pilot ACE computer” genoemd,
in het “National Physical Laboratory” in Engeland. Als een routinetest voor deze machine,
schreef hij een programma door gebruik te maken van Newton’s methode (zie hoofdstuk 3)
voor de bepaling van de wortels van de veelterm besproken in voorbeeld 1.4.2 . Zich van geen
problemen bewust trachtte hij de grootste wortel 20 te berekenen. Hij bereikte geen bevredi-
gend resultaat maar zijn interesse was gewekt voor het probleem van foutvoortplanting. Dit
feit gaf aanleiding tot een volledig nieuw gebied in het numeriek rekenen, waar de naam van
Wilkinson altijd zal aan verbonden blijven. Peter Henrici (1923 - 1987) doceerde analyse
aan de universiteit van Zürich. Germund Dahlquist doceert numerieke analyse aan het Royal
Institute of Technology in Stockholm.
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